Temat: Ciąg geometryczny
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Empidad 2.
Cagstotliwosé diwigku a wynosi 220 Hz. Gbliczymy, ile wynosi (w przyblizeniu
crastotliwosé diwighu ¢

WAL

Czestotliwosci kolejnych diwikow tworza ciag geometryczny o ilorazie 2
Odleglost migdzy dfwigkami a i c' wynosi 3 péitany (tercja mata). Jest wigc:

220- (%2)* = 261,63 (Hz)
Czestotliwos¢ dzwigku ¢! jest rowna (w przyblizeniu) 261,63 Hz.




image8.jpeg
Epldad 3.

‘Wyznaczymy pierwszy wyraz i iloraz ciagu geometrycznego (a,), wiedzac, ze
@g-a,=1512 i a5+0a,=756

Korzystajac z twierdzenia 2, mozemy zapisaé:
a=ag®
os=aiq"
a=ad’,
gdzic g jest llorazem ciagu geometrycznego (a,).
Otrzymujemy ukiad réwnari
{u.qs-a,q’x 1512

ag+ag’=756
aq'(q’-1) =1512
{a,q’zq +1)=756
Korzystajacze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratow, zapisujemy wy-
razenie g*~ 1 w postaciiloczynu (g + 1)(q~ 1).
24'(q +1)(g-1)=1512
{u.q‘(qu)=7ss i
756(q ~1) =1512 /:756
{p,q’(q +1)=756

zatem

q-1=2
{a,q’[q +1)=756
q=3
{a,: 7
Plerwzy wyraz clign geometrycanego (o) jest réwny 7, a lloraz tego ciagu jest
w 3.
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Ustalimy teraz, jaka jest zaleznos¢ migdzy trzema kolejnymi wyrazami ciagu geo-
metrycznego.
‘Wypiszmy wzory na trzy kolejne wyrazy a,, g, a,., takiego ciagu:

Qui=ayq
Mnozymy wyrazy a,.; | a,.. Otrzymujemy:

Gy Gy =07 @ = (@

¢ a-
W ciagu geometrycznym kwadrat kaidego wyrazu oprocz pierwszego (i ewentual-
nie ostatniego) jest réwny iloczynowi wyrazu poprzedniego i nastepnego. Rownos¢
(¥) mozna zapisa tez w postaci

00l =@,1°0,.., feslin>1
‘Tak wiec w ciagu geometrycznym wartos¢ bezwzgledna katdego wyrazu oprocz
‘pierwszego (i ewentualnie ostatniego) jest rowna Sredniej geometrycznej wyrazu
poprzedniego i nastepnego.

ot G, JeSlin>1

Jesli z kolei ciag (a;) spelnia warunek
@ =Gur- G, jeSlin>1

i kazdy wyraz ciagu jest rézny od zera, to ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym,
poniewat ilorazy kolejnych wyrazow ciagu 53 rowne:
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Prawdziwe jest wiec twierdzenie 3.

Twierdzenie 3.

Niech (a,) oznacza ciag o wyrazach réinych od zera.

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym weedy i tylko wtedy, gdy kwadrat kaidego
wyrazu ciagu (a,), oprécz wyrazu pierwszego (i ewentualnie ostatniego), jest
réwny iloczynowi wyrazu poprzedniego i nastepnego.

Prayidad 4.
Niech ciag (a, as, ay, a,) bedzie ciagiem geometrycznym o wyrazach ujemnych.
Wykazemy, ze wowczas

ara<ata

Dany ciag jest ciagiem geometrycznym, wigc mozemy przyiaé oznaczenia
a-aiq
@m=ai-q*
a=aiq’,  gdaie qjestilorazem ciagu geometrycznego (as, az ax ar).
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Rozwatmy wyrazenie a, + a, - a; - ay. Mamy:
a+ay-a-a,=
=4+ 0’ - ag- o=
=a(1-q)-ag(1-q)=
=a(-qi-¢]-
=ay(1-q)(1-q)(1+4)
=a,(1-9(1+9)

W przeksztatceniach wykorzystaliémy: grupowanie wyrazow (pierwszy i trzeci
oraz drugii czwarty), wylaczanie przed nawias (trzy razy) a takze wzor skréconego
mnozenia na réznice kwadratow.

Przeanalizujmy, jakie znaki maja czynniki w otrzymanym iloczynie.
Z zalozenia wszystkie wyrazy ciagu 53 ujemne, wiec

@ <0
Kwadrat dowolnego wyrazenia jest nieujemny, wige
(1-q¢>0
Z zatozenia wszystkie wyrazy ciagu s ujemne, wigc iloraz g tego ciggu jest dodatni
(gdyby iloraz byl ujemny - wyrazy ciagu bylyby na przemian ujemne i dodatnie), czyli
q>0,
wige rowniez
1+q>0
Tloczyn trzech wyraseri: ujemnego, nieujemnego i dodatniego jest niedodatni, czyli
ai(1-qP(1+q) <0,
atoznacay, ze
a1 +ai-a-as < 0, czyli
arai<arta, cokoficzy dowsd.
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Sprawdi, czy rozumiesz
1. Zbadaj, ktére z danych nrw 53 geometryczne:

jesiin =2k, k €N, 2
= (-01)"  b)bu=
D@SEO DR, gt kan

2. Wyznacz wyraz ogélny ciagu geometrycznego okreslonego wzorem rekuren-
eyinym:

a)

<4 b=2
4.,

1
2

3. Wyznacz ogéiny wyraz ciagu geometrycznego (a,), wiedza, e as=-1,
Zbadaj monotonicznosC tego ciagu.
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Ciag geometryczny

Definicja 1.

Niech (a,) bedzie ciagiem co najmniej tréjwyrazowym.

Ciaglem geometrycznym nazywamy ciag (), w ktorym Kazdy wyraz oproc
pierwszego powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez sta liczbg
4. Liczbe te nazywamy llorazem ciagu geometrycznego.

Mozemy zapisat krocej:

Clag (a,) st clagiem geometrycznym o lorazie g <> {
0, Jedli n>1

Praykiady ciagéw geometrycznych:
: —
ciag malejacy
ciag malejacy
P
P [’“v’f.q cagrosnacy
(6,6,6,66666666.) a=6 cagstaly
2 ciag staly od drugiego wyrazu

El 411

f (2.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,..) a
ciag niemonotoniczny
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Nastgpujace twierdzenie dotyczy monotonicznosci ciagu geometrycznego.

Twierdzenie 1.

Niech (a.) bedzie ciagiem geometrycznym o ilorazie q. Jesli:

1) a,> 019> 1, to ciag (a,) jest ciagiem rosnacym;

2) a,> 014  (0,1), o ciag (a,) jest ciagiem malejacym;

3) a,< 01> 1, to ciag (a,) jest ciagiem malejacym;

4) a,<0iq & (0,1), tociag (ay) jest ciagiem rosnacym;

5) = 1lubq=0,tociag(a,) fest ciagiem statym; jesli g = 0 — od drugiego wyrazu;
6) a; %014 < 0,0 ciag (a,) nie jest ciagiem monotonicznym.

Dla przykladu udowodnimy punkt 1):
Zaloimy, e (a,) jest ciagiem geometrycznym o llorazie q, w ktérym
) @>0ig>1
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2 definidjiciagu geometrycanego wiemy, ze
) G=diog jeslin>1

Uwzgledniajac warunki (‘) i (**), mozemy stwierdzié, ze
™ a>0, jeslin> 1
Zatem
a>1

S >1

a,
Korzystajac z warunku (***), otrzymujemy

>0y jeslin>1,

co dowadzi, ze ciag (a,) jest rosnacy.

Ustalimy wyraz ogdlny ciagu geometrycznego. Wypiszemy kilka kolejnych wyra-
26w ciagu geometrycznego (a,), uzalezniajac je od wyrazu pierwszego a, i ilorazu g.

a=a;-q
a5~ q=a
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Mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.

Jesli (a,)jest ciagiem geometrycznym o lorazie 4,4 # 0, to
a,=a;q"*

dia dowolnej liczby naturalne] dodatiej n.

Pojecie ciagu geometrycznego ma pewien zwiazek z muzyka.

Pitagoras (VI w. przed Chrystusem) | Jego uczniowie oprécz dociekaf czysto mate-
matycznych prowadzili tez badania zwiazane 7 akustyka. W badaniach tych
postugiwali si¢ specialnym jednostrunowym instrumentem, tzw. monochordem.
Pitagorejczycy odkryli, z¢ mile dla ucha, zgodne wspGibrzmienie dwéch déwiekow
wystepuje wtedy, gdy stosunek drugosci strun wyraza sig stosunkiem matych liczb.
naturalnych. Podstawowym interwatem (odlegloscia muzyczna) byta oktawa
wyrazajaca si¢ stosunkiem 2 : 1. Oznaczalo to, ze jesl strune skréci sig o potowe, to
otrzyma si¢ diwiek o oktawe wyszy.
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Oktawa sklada sie 7 12 pottonéw. Okazato sie, ze nie mozna tak podzielic oktawy,
by odpowiednie interwaly wyrazaly sig liczbami naturalnymi oraz by stosunk od-
powiadajace tym interwalom zachowywaly sie w kolejnych tonacjach. Péttony nie
byly wiec rowne. Powodowalo to pewne niedogodnosci zwiazane ze strojeniem
instrumentéw. Cheac temu zaradzié, w pierwszej polowie XVIIl wicku wprowa-
dzono system déwigkowy, w ktérym oktawa zostata podzielona na 12 réwnych
péitonéw (tzw. system diwigkowy réwnomiernie temperowany). Oznacza to m.in,
2e cagstotliwosci kolejnych dzwigkow (rézniacych si¢ o potton) tworza ciag geo-
metryczny.

Prayklad 1

Rysunek przedstawia gitarg klasyczna.
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Na szyjce gitary sa rozmieszczone nierdwnomiernie metalowe progi. Grajacy przy-
ciska palcami struny, ktdre opierajac sig na progach, skracajg si¢ lub wydhuzaja,
przez co mozna osiagna¢ wyzszy lub nitszy déwiek. Sasiednie progi rozmieszczone
sa tak, ze odpowiadaja zmianie diwigku o jeden potton.

Niech ciag
(a1,a .. a13)

bedzie ciggiem dhugosci strun, kt6re odpowiadaj kolejnym déwigkom od ¢! do c.

Jest to ciag geometryczny. Obliczymy iloraz tego ciagu.

ay-2a,  poniewai odleglosé migdzy c' i c jest rowna oktawie
ay=aqh >0
Zatem
2a,=a;-q"
-
q=%2v q=-%2

(ticzba %2 nie spetnia zatozenia g > 0, bo 42 < 0).
lloraz ciagu jest réwny §2.




