Temat:  Rozkład wielomianów na czynniki ( 2 godziny) – Proszę zapoznać się z filmem i zadaniami zamieszczonymi w temacie lekcji. 
Wielomiany można rozłożyć na czynniki, stosując następujące metody:

· wyłączanie wspólnego czynnika przed nawias

· stosowanie wzorów skróconego mnożenia

· grupowanie wyrazów

· postać iloczynowa funkcji kwadratowej

https://www.youtube.com/watch?v=E2-a1RMu3iw
[image: image1.jpg]Waing umiejetnoscia jest rozkladanie wielomianéw na czynniki. Szczegdlnie przy-
daje si¢ ona podczas rozwigzywania rownan wielomianowych, ktire omowimy
W nastpnym temacie.

Rozpatrzmy dwa wielomiany stopnia drugiego:
W =(3x+6)(x-5) | G =2+2.

Wielomian W(x) jest przedstawiony w postaci lloczynu dwéchwielomian6w stopnia

pierwszego. Czy wielomian G(x) tez moina przedstawic w postaci floczynu czyn-

nikéw liniowych? Z whasnosei fankeji kwadratowych wynika, ze nie. Mozna go jedy-

nie przedstawi¢ w postaci iloczynu stale] i innego wielomianu stopnia drugiego, np.:

6()=2(05¢ +1)

Definicja 1.

Wielomianem rozkladalnym nazywamy wielomian réiny od wielomianu ze-
rowego wtedy, gdy mozna go przedstawi¢ w postaci floczynu wielomianéw |
‘majacych stopiefi rézny od zera. W przeciwnym wypadku wielomian nazywamy

‘wielomianem nierozkladalnym. |

Zgodnie z powyzsza definicja, wielomian W(x) = (3x + 6)(x - 5) jest wielomianem
rozkladalnym, natomiast wiclomian G(x) = x* + 2 jest wiclomianem nierozkda-
dalnym.

Rozklad wielomianu na czynniki polega zatem na przedstawieniu tego wielomianu
w postaci lloczynu przynajmniej dwoch wielomianow, z ktorych kazdy ma stopiest
wigkszy od zera.



[image: image2.jpg]Zauwat, ze wielomian W(x)= (3¢-+ 6)(x~5) moina przedstawié réwaiez w postaci
W) =3(x+2)(x~5) oraz W() = (x+2)(3x-15)

Takie rozklady jednego widlomianu, wktbrych czynniki réinia si¢ tylko czynrikiem

stalym, uwazamy ze jednakowe.

Oméwimy teraz, ktore wielomiany s rozkdadalne.

Z defnicf wielomianu rozktadsinego wynika, ze ki wielomian ma stoief Fowny
o najmniej 2. Zatem wszystkie wielomiany stale | wiclomiany stopnia pierwszego
53 nlerozkiadalne. Przyjrzymy si¢ wielomianom stopnia drugiego. Niekire z nich
59 rozkiadalne, a niektdre nie. RozKiadalne tréjmiany kwadratowe to takie, ktére
moina przedstawi¢ w postaci ilocaynu dwich czynrikow liniowych, czyli takie,
Kt6rych wyrénik jest nievjemny (A > 0). Nierozkiadalne trojmiany kwadratowe

maja wyroznik ujemny (A < 0).



[image: image3.jpg]W wypadiu wielomianéw stopnia wigkszego niz 2 prawdziwe jest nastgpujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Kazdy wielomian stopnia co najmniej trzeciego mo#na rozlozy¢ na czynniki stop-
nia co najwyzej drugiego. Rozklad ten jest jednoznaczny (z dokladnoscia do kolej-
nosci czynnikow i do statej).

Tak wigc wszystiie wielomiany stopnia trzeciego, czwartego, piatego i wyzszych
stopni s rozkladalne. Wielomiany staramy sig zawsze rozlozyé na czynnikiliniowe
(pierwszego stopnia) lub czynniki stopnia drugiego, ktére s nierozkladalne.

Twierdzenie 1. nie daje sposobu, za pomocq ktrego moglibysmy wszystiie wie-
lomiany co najmniej trzeciego stopnia rozloyé na czynniki. Rozkladanie wielo-
mianu na czynniki bywa nieraz bardzo skomplikowane.

Przypomnijmy sposoby, ktére poznales w klas

terwszej.

Wielomiany mozna rozkladac na czynniki, stosujac nastepujace metody:
« wylaczanie wspslnego czynnika poza nawias

« stosowanie wzoréw skréconego mnoenia

« grupowanie wyrazéw wielomianu.

Kazda 7 tych metod oméwimy w kolejnych przykladach.

Proyklad 1

Rozlozymy wielomiany na czynniki, wytaczajac wspdlny czynnik poza nawias.




[image: image4.jpg]a) W) =206+ 6x'= 200 - x+ 200 -3 =20 (x+3)
W) =26¢(x+3)

b) W(x) =122 + 6x - 24x° = —6x° - 22— 6x° - (-x) - 6x° - 4 =—6x° - (202~ x + 4)
‘czynnik 2¢ - x + 4 jest nierozkladalny, bo jego wyrznik jest ujemny
W(x)=—6x*(2x*~x+4)

Dmplod 2

Rozlozymy wielomiany na czynnik, stosujac wzory skrconego mnozenia:

2 2ab+ b
b~ dx+ 1= (20~ 1)?= (2~ 1)(2x~1)

a) (a
)

b) (a+b)=a?+2ab+ b
W) =x*+ 106+ 25 = (4 5) = (2 + 5)(x? + 5)
czynnik x* + 5 jest nierozkiadalny



[image: image5.jpg]) @~ bt=(a-b)(a+b)
W) =x' 81 = (¢-9) (¥ +9) = (x~3)(x + 3) (< + 9)
‘czynnik x!+ 9 jest nierozkladalny

d) (a+b)'=a+3a’h + 3ab*+ b
W) =X+ 627+ 126+ 8= (x+2)'= (x+ 2)(x + 2) (x+2)

€) (a-b)'=a>-3a% + 3ab’- b
W) =8~ 12+ 6x~ 1= (2x— 1)°= (2x - 1)(2x~ 1)(2x~ 1)

) @+b=(a+b)(a-ab+5)
W) =x'+8=x+2'= (x+ 2) (- 2x+4)
czynnik ' 2x-+ 4 jest nierozkladalny.

8) a'=b*=(a-b)(a*+ab+ )
W) =927 =20 - 3= (x-3)(+ 3x+9)
‘czynnik ¢ + 3x-+ 9 jest nierozkladalny.



[image: image6.jpg]Prayidad 3.
Rozlozymy wielomiany na czynniki poprzez grupowanie wyrazow i szukanie
‘wspinego czynnika (tych grup), ktry mozna wylaczyé poza nawias.

a) Wx) = 4"+ 208 -x-5.

(4x' + 200%) + (X~5) =4x'- (x+5) =1 (x+5) =

SF-1)-6-(x-1)=
(x=1)-(¢+ 1) =6~ (1) =(x~1)- - (c+1) ~6] = (x~1) - p+x-6]
Latwo stwierdzié, e

X +x-6=(r-2)(x+3)
Zatem

W) =[x~ 1)(x-2)(x+3)

Do rozkladania wielomianu na czynniki mozna wykorzystaé réwniez informacig
0 jego pierwiastkach.

Jesli znamy plerwiastek a wielomianu, to 2 twierdzenia Bezouta wynika, ze
w rozkladzie na czynniki tego wielomianu wystepuje czynnik (x - a). Wykonujac
daielenie wielomianu przez (x - a), otrzymujemy iloraz, ktory jest drugim czynni-
Kiem tego rozkladu. Dodatkowa informacja o krotnosci tego pierwiastka moze jesz-
ze bardziej ulatwi¢ nam zadanie roztozenia wielomianu na czynniki.



[image: image7.jpg]Brapidad 4,

Rozlozymy wielomian W(x) =x' + 24" - 22" - 6x - 3 na czynniki, wiedzac, ze liczba
(1) jest ego pierwiastkiem dwukrotnym.



[image: image8.jpg]Liczba (1) jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu W(x), wigc wielomian ten
jest podzielny przez wielomian

P09 = (x+ 1)?
Wykonujac dzielenie wielomianu W(x) przez P(x), otrzymamy iloraz
QW=x-3 (sprawdsl),  stad
W) = e+ 1)2(-3)
Tréjmian kwadratowy (x*~ 3) rozkladamy na czynniki liniowe.

(x+43)(x-V3)

Rozklad wielomianu W(x) na czynniki jest nastepujacy:
W) = e+ 1)2(x+ v3) (x-43)



[image: image9.jpg]Jesli nie potrafimy rozlozy¢ wielomianu za pomoca metod przedstawionych
w przykiadach 1-3 ani nie znamy #adnego pierwiastka wielomianu, to mozemy
sprébowa sami odnale¢ chociaz jeden jego pierwiastek i postepowaé wedhug
rozumowania przedstawionego w przykladzie 4. W te] sytuacji pomocne jest twier-
dzenie 0 wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspéiczynnikach cakowitych
lub wnioski  tego twierdzenia dotyczace catkowitych pierwiastkéw tego wielo-
mianu

Epklad 5

Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = 6x'~ 5"+ 25~ 20x + 4.




[image: image10.jpg]Wszystkie wspétczynniki wielomianu W(x) sa liczbami catkowitymi. Jesli wigc ist-
nieje pierwiastek wymierny tego wielomianu, to nalezy do zbioru:

{71,1,72,2,4,4,41 11 31 22 4 1}.

2727 3'87 66’ 373
Wielomian W(x) nie ma pierwiastkéw catkowitych (sprawdz!).
Niecatkowitym pierwiastkiem wielomianu W(x) jest liczba % bo

o s 2

w{l)=6-[1]-5-[1)+25.[1])-20.144-5_5

2 2 2 2 Cieh T
=B210HI00 o 96 s gt

16 16
Na podstawie twierdzenia Bezouta wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian

&

Po wykonaniu dzielenia otrzymujemy iloraz Q(x) = 6x* - 22 + 24x — 8 (sprawdz!).




[image: image11.jpg]Zatem
W) = [x

%](6}(‘ — 22+ 24x-8)
Teraz mozemy postapié dwojako:

1) poszuka pierwiastka wymiernego wielomianu
QU) =62 +24x -8,

stosujac twierdzenie o wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspétczynni-
kach catkowitych, nastepnie podzieli¢ wielomian Q(x) przez dwumian (x - a),
gdzie a jest znalezionym pierwiastkiem wielomianu Q(x); w wyniku dzielenia
otrzymamy wielomian F(x) - stopnia drugiego, z ktérym juz potrafimy sobie po-
radzié;

2) roztozy¢ wielomian

Q) =6~ 2x+ 24x -8,
stosujac metode grupowania wyrazow.

Drugi spos6b szybciej doprowadzi nas do celu.

QUx) = 6x3~ 222+ 24x 8= 20%(3x~ 1) + 8(3x— 1) = (3x~ 1) (22 + 8) =
=2(3x-1)(x*+4)

Czynnik (x? + 4) jest nierozktadalny.

Ostatecznie:

W(x):[x »%]-Q{x]:(x —15} 2. @3x-1)(%+4) = (2x- )(3x—1)(¥+4)



[image: image12.jpg]Zastanowimy si¢ teraz, czy kazdy wielomian stopnia wigkszego niz dwa ma chociaz
jeden pierwiastek.

W przypadku wielomian6w stopnia nieparzystego wielomian zawsze ma przy-
najmniej jeden plerwiastek. Wynika to z tego, 2e kazdy wielomian mozna rozlozyé
na czynniki co najwyzej stopnia drugiego, wiec przynajmnie] jeden czynnik w tym
rozkladzie jest stopnia pierwszego.

Jesli stopieft wielomianu jest parzysty, to moze si¢ zdarzyC, ze wielomian nie ma
pierwiastkow. Przykladem takiego wielomianu jest chociazby wielomian czwar-
tego stopnia:

W) =(2+1)(x*+2)

Jesli cheemy roztozyé na czynniki wielomian, ktéry nie ma pierwiastkow, to moze-
my stosowat tylko: wzory skroconego mnozenia, grupowanie wyrazow | wylacza-
nie wspolnego czynnika poza nawias.



[image: image13.jpg]Butisd s

Roztozymy na czynniki wielomian W(x) =x*+9.



[image: image14.jpg]Doprowadzamy wzér wielomianu do postaci, w ktérej mozna wykorzysta¢ wzé
skrbconego mnozenia a* + 2ab + b= (a +b).

W) =Xt +9=xt+ 67— 6x*+ 9= (¢ + 652+ 9) — 62 = (x*+ 3)* - (V6x)”
Otrzymaliémy réznice kwadratéw dwéch wyrazef, wiec korzystamy ze wzoru
a*-b?=(a+b)(a-b)
W) = (2 +3 - 6x) (32 + 3+ V6x),
cayli
W(x) = (x2-V6x+3) (x+6x+3)
Czynniki x2—\/6x + 3 oraz x? + V6x + 3 sq nierozkladalne (A < 0).

Po roztozeniu wielomianu W(x) = x*+ 9 na czynniki otrzymaliémy wielomian
W) = (x2-V6x+3) (2 +6x +3)



[image: image15.jpg]5.38. Roztéz na czynniki wielomiany, wytgczajac wspdlny czynnik poza nawias:

a) Wx)=x>+2¢ b) W(x)=1,2x"+0,6x*
c) W(x)=6x’—54x"+ 18x d) W(x)= 0,4x°—0,2x"+ 0,6x’
e) W(x)=48x — 12x°+24x° f) Wix)=0,5x°-2,5x"°+7,5¢
g) W= 2% (ERFEE N h) Wix) = 2x2+ 1360 3,8

3 3 3 8 2% 1l

5.39. Roztéz na czynniki wielomiany, wytaczajgc wspdlny czynnik poza nawias:
a) W(x) = (¥ +2)(2x—3) + (¢ +2)(x + 1)

b) W(x) = (3% + 1)(x— 1) - (3%’ + 1)(2x +5)

) WIx) = (x+2)(¢ +6) — (x+2)(1 - 2x°)

d) W(x) = (¢ + 1)(x+ 3) — (x + 3)(4 - 3x°)

e) W(x)= (2 +5)(x—1) - (X +9)(x—1)

f) W(x) = (2x - 3)(x* = 3) — (2x = 3)(5 + 2)

5.40. Roziéz na czynniki wielomiany, stosujgc wzér na réznice kwadratow dwoch
wyrazen:

a) W(x)=x"—400 b) W(x)=9-4x
¢) W(x)=81x"—16 d) W(x)=64— 121
e) W(x) = 144x"— 169 f) W(x) =289 —25x

g) W(x)=196x"—25 h) W(x) = 100 — 49x"



[image: image16.jpg]5.471. Roztéz na czynniki wielomiany, stosujac wzér na roznice kwadratow dwoch
wyrazen:

a) Wx)=x"'-1 b) W(x) =625 -x"
c) W(x)=81x"-16 d) W(x)=1-256x"
e) Wix)=x"-1296 f) W(x)=81x"-625
g) W(x)= 256x" - 25 h) W(x)= 16x"—9

5.42. Roztéz na czynniki wielomiany, stosujac wzor na roznice kwadratow dwdch
wyrazen:

a) W(x)=(2x—1)*= (x+3)’ b) W(x)=(6x—5) 4(3x+1)
) Wix)=(9x+7)*—(8x+ 1) d) W(x) (5x— 3) —(6x—1)
e) W(x) = (4x +3)*— (5x - 6)° f) Wx)=(2x-7) 7(5x+2)
g) W(x) = (x—6)*— (2x+ 1) h) W(x) (10x + 3)2— (9x - 7)*

5.43. Rozl67 na czynniki wielomiany, stosujac wzory na kwadrat sumy oraz na kwa-
drat réznicy dwdch wyrazen:

a) W(x)=9x"—30x+25 b) W(x) =ax"—4x+1
) W(x)= 25x2 +20x+4 d) Wix)=9+42x+49x
e) Wix)= 7x 2455425 B W 2 i pei®
6 10 25
g) W(x).= —36x2+ 12x—1 h) W(x)=-81x-72x— 16

5.44. Rozt2 na czynniki wielomiany metoda grupowania wyrazow:

a) W(x)=(x+1)-5x-2x-2 b) W(x)=(3x—1)-2x—-15x+5
c) W(x)=10-2x—(5-x)-3x d) W(x)=-18—4x+(9+2x)-x
e) W(x)=5- (3x—4)—3x"+4x f) Wx)=7-(4x—1)+8x~2x
g) W(x) =—-20x"—8x+3(5x +2) h) W(x)=54x"—12x +5(2 - 9x)
5.45. Rozté7 na czynniki wielomiany metoda grupowania wyrazéw:
a) W(x)=6x(x—4)+x*~16 b) W(x)=25x—1—(5x+1)-2x
) Wix)=3x(2x+1)-4C+1 d) Wix)=x(3x—7) -9 +49
e) W(x)=5x(x+1)+xX*+2x+1 f) W) =7x(2x+ 3)-4x*-12x-9
g) W(x)=9x"—24x + 16 — 2x(3x — 4) h) W(x)=—4x"+ 20x — 25 + 3x(2x - 5)
5.46. Rozt6z wielomiany na czynniki pierwszego stopnia:
a) Wix)=2x*—7x+3x b) W(x) =3x° -x -2
) W(x)=3x+3x-6x ) Wix)= 75)( —25x°—30x

) Wix) = 4x>— 24x° - 28x f) W(x) =-5x"— 17x - 6x
g) W(x)=6x"+5C+x h) Wix) = 6x*— 4x’ — 105

5.47. Roztéz wielomiany na czynniki mozliwie najnizszego stopnia:
a) W(x)=2x"-3x"-9x b) W(x) = 4x>— 25x
) Wix)=3x*—24x"+ 48x d) W(x)=x>+10x + 25x




[image: image17.jpg]e) W(x) =2+ 14x f) W(x)=20x>—20x*+5x

g) W(x)=x>—2x*+5x h) W(x) = 18x"—50x*

5.48. Rozt6z na czynniki wielomiany metoda grupowania wyrazéw:

a) W(x)=x>+3x"—4x-12 b) W(x)=7x*+2x*—21x—6
c) W(x)=9x°—4x*—27x+12 d) Wx)=x=x*+x-1

e) W(x)=4x*+4x-x—1 f) W(x)=-9x-18x+x+2
g) W(x)=-3x*-4x*+ 12x + 16 h) W(x) =20x>+ 12x*— 45x — 27
5.49. Rozt6z na czynniki wielomiany metoda grupowania wyrazéw:

a) W(x)=3x>-6x*+4x—8 b) W(x)=5x>—4x*—5x +4

¢) W(x)=16x"+16x"—4x—4 d) W(x)=18x*+9x*—18x—9
e) W(x)=3x*-7x*-27x+63 f) W(x)=10x"+ 15x*+ 8x + 12
g) W(x)=—4x*+2x*—6x+3 h) W(x)=-12x>—32x*+3x+8
5.50. Roztéz na czynniki wielomiany metoda grupowania wyrazéw:

a) W(x)=x-3x+2 b) W(x)=x’-7x+6

¢) Wix)=x'—13x-12 d) W(x)=x*+4x-5

5.51. Roztdz na czynniki wielomiany:

a) Wix)=x"-10x*+9 b) W(x)=x"+4x*-5

c) W(x)=4x"+5x"+1 d) W(x)=-3x"+2¢+1

5.52. Rozt6z na czynniki wielomiany:

a) W(x)=2x"-6x"—8x* b) W(x)=x"-81

c) W(x)=x*—18x*+81 d) Wx)=(x*+1)*-4

e) W(x)=(x*—3x)>—9x" f) W(x)=5x(3x—2) - 9x*+ 12x— 4
g) W(x)=4x>+4x*~9x—9 h) W(x)=3x*+4x*—~27x - 36
5.53. Roztdz na czynniki wielomiany:

a) W(x)=15x—35x*+6x—14 b) W(x)=x"+8x*+7

c) W(x)=4x"-4x*+1 d) W(x)=(9x"—6x+1)— (4x*+ 12x +9)
e) W(x)=3x>+3x*—18x f) W(x) =-5x>— 10x*+ 15x

g) W(x)=2x>+5x*—3x h) W(x)=3x"+13x*- 10x°

5.54. Rozt6z na czynniki wielomiany:

a) Wix)=x"+1 b) W(x)=x*+9

¢) Wix)=2x"+32 d) W(x)=x"+324

».55. Roztdz na czynniki wielomiany:
a) W(x)=x’(x2—7)*—36x b) W(x) =x*(x* +2)* - 9x
c) Wix)=(x*-2)"—4ax* d) W(x)=(*+9)* - 16x*




Zadania przedstawione  w tym zestawie lepiej prezentują metody rozkładania wielomianów na czynniki.
Proszę zapoznać się z treścią zadań i w miarę możliwości rozwiązać po trzy przykłady.
