Temat: Twierdzenie Bezouta
[image: image1.jpg]0 tréjmianie kwadratowym wiemy juz, ze jesli ma on pierwiastki, to mozna go
przedstawic w postaci iloczynowej. Zastanowimy sig teraz, czy istnieje podobny
zwiazek migdzy pierwiastkami wielomianu a zapisem tego wielomianu w postaci
iloczynowej w przypadku, gdy stopiefi wielomianu jest wigkszy od 2.

‘W tym celu rozwazmy wielomian stopnia trzeciego
W=+ 2¢-3

Zauwat, e jesli x = 1, to wielomian ma wartosé 0:
W(1)=13+2-1-3=0

Liczba 1 jest zatem pierwiastkiem wielomianu W(x).

Teraz wykonajmy dzielenie wielomianu W(x) przez dwumian (x—1):

Fixe3

(420D yictomian W) estpodsielny presdwarian (x-1)

§ mo#na go zapisa¢ w postaci floczynu
W)= (x-1)- (¢ +x+3).

Prawdziwe jest nastgpujqce twierdzenie.



[image: image2.jpg]Twierdzenie 1. (Bezouta)
Liczba a st pierwiastiiem wielomianu W(x) wtedy  tylko wtedy, gdy wielomian
W(x) jest podzielny przez dwumian (x— a),

Twierdzenie Bezouta ma posta réwnowaznosci, a wigc sklada sig z dwéch twier-
dze:

1. Jesli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to wielomian W(x) jest po-
dzielny przez dwumian (x - a),

11, Jesii wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian (x—a), o liczba a fest pier-
wiastkiem wielomianu W(x),

Dowbd twierdzenia Bezouta polega na wykazaniu prawdziwosci obu twierdze,
cayli sklada sie z dwoch czescl



[image: image3.jpg]Cagsél.

Zalozenie:  W(a) =0, gdzie W(x) jest danym wielomianem
Teza: (x-a) | WEx)

Dowbd:
Ztwierdzenia o rozkladzie wielomianu wiemy, ze dla wielomianéw W(x) oraz (x~a)
istniea takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), dla ktérych

W) = W) - (x—a) + R(x), gdzieR()=0 lub SLR(x) <st(x—a).
Poniewat st(x - ) = 1, wigc reszta jest stala; oznaczymy ja przez .

W) =Q() - (x-a) +7
Obliczamy wartosé wielomianu W(x) dla liczby a

W(@)=0(a)-(a-a) +r=r
Z zalozenia wiemy, ze W(a) = 0 (bo a jest pierwiastkiem wielomianu W(x)), zatem
r=0.W takim razie

W(x) = Q@) - (x-a).
czyli wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian (x—a).




[image: image4.jpg]Czgéé Il

Zatozenie:  (x—a) | Wx), gdzie W) jest danym wielomianem
Teza: W(@=0

Dowbd:
Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian (x—a), wigc istnieje wielomian Q(x),
dlaktrego
W) =Q() - (x-a)
Obliczamy wartosé wielomianu W(x) dla liczby a. Otrzymujemy:
W(a)=Q(a) - (a-a)=Q(a) - 0=0
Otrzymaliémy W(a) = 0, czyliliczba a jest pierwiastidem wielomianu W(x).

UWAGA: Z twierdzenia Bezouta wynika, 7e istnienie pierwiastka a danego wielo-
‘mian jest réwnoznaczne z podzielnoscia tego wielomianu przez dwurmian (x — a).
Zatem, jesli liczba a nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to wielomian W(x) nie
Jest podzielny przez dwumian (x — a). Podobnie, jesli wielomian W(x) nie jest po-
dzielny przez dwumian (x-a), to liczba anie jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Twierdzenie Bezouta jest waznym twierdzeniem matematycznym. Ma wiele zasto-
sowat w badaniu wiasnoscl wielomianow. Niektdre z nich oméwimy w ponizszych
przykladach.



[image: image5.jpg]L L

Nie wykonujac dzielenia, zbadamy, czy wielomian W(x) =x* + 3x - 14 fest podzielny
przez dwumiany: (x - 2) oraz (x + 1).



[image: image6.jpg]Wystarczy obliczyé W(2) oraz W(-1):
W(2)=2"+3-2-14=0
W) =(-1)°+3- (-1)-14=-18
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x), wigc wielomian W(x) jest podzielny
przez dwumian (x - 2). Liczba 1 nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x), zatem
wielomian W(x) nie jest podzielny przez dwumian (x+1).




[image: image7.jpg]Przykdad 2.

‘Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych wielomian
W) =32+ (m - 4)2-5x+ 2m+3
jest podzielny przez dwurmian (x +3).



[image: image8.jpg]Na podstawie twierdzenia Bezouta wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian
(x+3) tylko wtedy, gdy W(-3) = 0. Obliczamy wartos¢ wielomianu W(x) dlaliczby -3.
Otrzymujemy:

W(-3)=3-(-3)+ (m-4) - (-3)'~5-(-3) +2m +3=11m-99
W(-3)=0,stad
11m-99=0

m=9
Wielomian W(x) =3+ (m — 4)x*~ 5x-+ 2m + 3 jest podzielny przez dwumian (x-+3)
tylko wtedy, gdy m =9.




Przykład 3
Wyznaczmy wszystkie pierwiastki wielomianu 
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[image: image10.jpg]Wielomian W(x) ma co najwyzej cztery pierwiastki, bo st.W(x) = 4. Pierwiastki te
(o ile istnieja) moga by liczbami wymiernymi, jak tez liczbami niewymiernymi.
Wszystkie wspétczynniki wielomianu W(x) sa liczbami catkowitymi, wigc na pod-
stawie twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspéiczynnikach
catkowitych sprawdzimy, czy dany wielomian ma pierwiastki wymierne.

Pierwiastkéw wymiernych szukamy wéréd liczb ze zbioru

e e e A
§9 3

Obliczamy:
W) =-3- (1) +4- (1) +6- (1)*-3-(-1)-2=-3-4+6+3-2=0

Okazato sie, 7e liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu. Zatem na mocy twierdze-
nia Bezouta wielomian

W(x) =-3x*+ 4x*+ 62~ 3x - 2 jest podzielny przez dwumian (x + 1).



[image: image11.jpg]- Wwyniku podzielenia wielomianu W(x] przez dwumian (x + 1) otrzymamy wie-
lomian
Q(x)=-3x*+7x¢—x~2 (sprawdz!),
zatem
W) =(x+1)- (30 + 7 -x-2)
Rozwazamy wielomian
Q) =-3x+7x2-x-2
Jesli ma on pierwiastki wymierne, to znajduja si¢ one w zbiorze

-1,1, 72,271, ,*z.
¥y 33
QED#0  QM)#0  QE2)#0  Q(2)=0
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu Q(x) =—3x*+ 7x*~x— 2, wigc na mocy twier-
dzenia Bezouta wielomian Q(x) jest podzielny przez dwumian (x - 2). Po podzie-
leniu wielomianu Q(x) przez (x - 2) otrzymujemy wielomian
F(x) =-3x*+x+1 (sprawdz!)
Stad
Q) = (x-2)(-3x2+x+1),
wiec
W) = (x+1)(x—2) - (-3x2+x+1)
Teraz wystarczy znalezé pierwiastki wielomianu
F)=-3+x+1,
ktéry jest tréjmianem kwadratowym. Otrzymujemy:
A=13
_1+413 ST

6 i)

}. Sprawdzmy:

X





Wielomian 
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ma cztery pierwiastki: -1, 2, 
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[image: image14.jpg]Prayklad .

Obliczymy wartosci wspélczynnikéw wielomianu W(x) = 2"+ ax’ + b + 6, wiedzac,
4 wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = (x - 2)(2x + 1). Wyzna-
czymy wszystkie pierwiastki wielomianu W(x).



[image: image15.jpg]Lspos6b — skorzystamy z twierdzenia Bezouta.
Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = (x - 2) (2x + 1), czyli

P(x) = 2(x~ 2)(x + 0,5), wiec jest podzielny przez kazdy z dwumianéw (x - 2) oraz
(x+0,5). Zatem na mocy twierdzenia Bezouta liczby 2 oraz -0,5 s3 pierwiastkami
wielomianu W(x), czyli W(2) = 0 W(-0,5)=0.



[image: image16.jpg]Otrzymujemy uktad réwnati:
2:2+a-24+b-246 =0 2a+b=-11
2.(-05) +a- (<05 +b-(-05)+6=0  |05a-b=-115
ta+b=-22 /:2
025a-05b=-575 /-2

Wyznaczylismy wspétezynniki wielomianu W(x): a =9, b = 7. Wielomian

W(x) = 2x*~9x*+ 7x+ 6 jest stopnia trzeciego, wiec moze mieé co najwyej trzy pier-

wiastki. Trzeci pierwiastek wyznaczymy, korzystajac ponownie z informacji, ze
wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian

P)=(x-2)(2x+1)=2x2-3x-2
Wykonamy dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x):
x-3
(2F-9¢+7x+6): (2¢-3x-2)
28 436+ 2x
6 +9x+6

W) = (222 - 3x - 2) (- 3) = (x - 2)(2x-+ 1)(x - 3) = 20— 2) (x + 0,5) (x - 3).

Pierwiastkami wielomianu W(x) = 2x* - 9+ 7x + 6 53 liczby % 2oraz3.



[image: image17.jpg]1Lspos6b — skorzystamy z definicji réwnosci wielomianéw.
Wielomian W(x) = 22+ ax?+ bx+ 6 jest podzielny przez wielomian P(x) = (x~2)(2x+ 1),
wiec istnieje taki wielomian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x). Poniewaz st.W(x) = 3 oraz
StP(x) =2, wiec st.Q(x) = 1, czyli Q(x) = mx + n, gdzie m # 0. Zatem
W) = (x—2)(2x+ 1)(mx + n) = (26— 3¢~ 2) (mx+n) =
2mx + (2n—3m)x*— (3n+ 2m)x—2n
Wielomiany
W(x) = 26"+ ax?+ bx + 6 oraz W(x) = 2mx*+ (2n — 3m)x* — (3n + 2m)x~2n
s3r6wne, zatem:
m=2 m=1
2-3m=a
<
~@n+2m)=b
=6

Wyznaczyliémy wspétezynniki wielomianu W(x): a = -9, b = 7. Wielomian W(x)
moina zapisaé w postaci iloczynowej: W(x) = (x— 2)(2x + 1)(x~3).

Stad pierwiastkami wielomianu W(x) s3 liczby: ~ % 2,3



[image: image18.jpg]111 sposéb - skorzystamy z twierdzenia o rozkladzie wielomianu.
Wykonamy dzielenie wielomianu W(x) = 2x + ax*+ bx + 6 przez wielomian
P(x)=2x-3x-2.

nl(ua)
L@ ey bx+6): (22— 3x—2)
2° + 3x%+ 2x

@3+ B2+ 6
7[n+3]x7+%[a+3]x+a+3

= (lwiai»%)xuﬁ@

Poniewa? wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), wiec reszta z dzie-

lenia R(Y) = (b + ;a i 123 ]x+ a+9 jest wielomianem zerowym. Zatem:

b+;a+%,n - {,,:,9
a+9=0 L

Wyznaczyli$my wspétczynniki wielomianu W(x): a=-9, b=7. W wyniku dzielenia
wielomianu W(x) = 2x*—9x?+ 7x + 6 przez wielomian P(x) = (x— 2)(2x + 1) otrzyma-
1iémyfloraz 0(x) =~ 3. Zatem W) = (x~2)(2x + 1)(x—3), wigeego plerwiastkam!

saliczby:~1, 2 oraz 3.





Rozwiąż zadania 5.108. 5.109,5.111, 5.113, 5.114, 5.117 po trzy przykłady do zadania
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